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ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ И ОЦЕНКА
ПАРАМЕТРОВ ДИСКРЕТИЗОВАННЫХ СИГНАЛОВ

Рассмотрены алгебраическая и показательная формы параметрического представления дис-
кретизованных сигналов над полем действительных чисел, позволяющие существенно уп-
ростить решение задачи статистического оценивания параметров огибающих и полных фаз
сигналов. Проведен анализ свойств матрицы оператора дискретного конечномерного преоб-
разования Гильберта

В радиотехнике произвольный аналоговый сигнал s t( ) представляют в
виде s t a t q t( ) ( )cos ( )� , причем однозначно определяемые функции огибаю-
щей a t( ) и полной фазы q t( ) вводятся с помощью соотношений

a t s t s t q t s t s t( ) [ ( ) ( )] ; ( ) arctg( ( ) / ( )),1/ 2� � �2 2� �

где
�
s t a t q t( ) ( )sin ( )� — сигнал, сопряженный s t( ) по Гильберту [1].
В технике цифровой обработки сигналов производится дискретизация

сигнала s t( ) на конечном интервале наблюдения T l� R. Поэтому сигнал s t( )
представляют в виде вектора S s s t i li i� � �[ ] [ ( )], 1,... , отсчетов s s ti i� ( ),
i l�1,... , в фиксированные моменты времени t i ( )t ti i� � �1 R .

Для векторов отсчетов S s s t i li i� � �[ ] [ ( )], 1,... , также вводят «отсчеты»
огибающих A и полных фаз Q-сигналов в виде векторов

A a s s Q q s si i i i i i� � � � �[ ] [( ) ] [ ] [arctg( )],2 2 1 2� �/ ; /
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s t a t q t( ) ( ) ( )� cos на ортогональные составляющие s t a t q t0 0 0( ) ( ) ( )� cos и
�
s t a t q t0 0 0( ) ( ) ( )� sin , связанные преобразованием Гильберта.

Параметрическое представление дискретизованных сигналов над полем
действительных чисел в виде S M G GH S M HG S� � � �( ) exp( )cos sin 0 0 позво-
ляет получить прямое решение задачи статистического оценивания парамет-
ров сигналов при использовании хорошо разработанного математического ап-
парата линейной алгебры [1, 3].

Рассмотрим в качестве примера решение задачи оценки диагональных
матриц огибающей M и фазы G сигнала S M HG S� �exp( ) 0 в аддитивной сме-
си X S N� � с гауссовским шумом N с известной матрицей точности R как за-
дачи оптимизации [1]

[ ] arg min[ exp( ) ] [ exp( ) ]V G X M HG S R X M HG S
V G

T, .
,

� � � � �0 0 (3)

Дифференцируя (3) по матричным переменным A и G с учетом их диаго-
нальности, получим систему матричных уравнений максимального правдопо-
добия

DIAG[ [ exp( ) ][exp( ) ] ]R X M HG S HG S T� � � �0 0 0;

DIAG[ [ exp( ) ][exp( ] ]R X M HG S HG S T� � � �0 0 0)
�

, (4)

где DIAG[�] — оператор диагонализации матрицы [ ].�
Система (4) после приведения подобных членов принимает вид

cos sin ;GU GU B M� �
�

0 � � �sin cos ,GU GU B M
� �

0

где

U RXS U RXST T� �DIAG[ ], DIAG[ ]0 0

� �
,

B RS S T
0 0 0� DIAG[ ] ,

� �
B RS S T

0 0 0� DIAG[ ] ,

откуда
~

;
~

.M B B U U G U U2
0
2

0
2 2 2 1� � � �� �[ ] [ ] tg1� � �

Если сигналы s t a t q t( ) ( )cos ( )� и s t a t q t0 0( ) ( )cos ( )0� отличаются толь-
ко амплитудой m и начальной фазой g, то для векторов отсчетов можно запи-
сать S m Hg S aS bS m gS m gS� � � � � �exp( ) 0 0 0 0 0

� �
cos sin .

При этом выражения для оценок параметров ~m и ~g принимают вид

~ ~ ~ ;/m
S Hg RX

S RS
gU gU a b

T

T
� � � � �0

0 0

2 2 1 2exp( )
cos sin [ ]

�
tg ~ ,g
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S RX
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S M G GH S M HG S� � � �( ) exp( )cos sin .0 0 (3)

При этом оператор cos sinG GH HG# � #exp( ) фазовой модуляции обладает
следующими свойствами:

� �exp( ) exp( )# � �HG G GH HG
T

cos sin ;� � � �exp( ) exp( )HG HkG
k � ;

exp )exp( ) exp( ( ));(HG HG H G G1 2 1 2# � #

H HG H G H GH HG Hexp( ) exp( )� � �sin sin .

В тоже время справедливы соотношения:

� �cos /G HG HG� � �exp( ) exp( ) 2 , � �sin /GH HG HG� � �exp( ) exp( ) 2 .

Оператор cos sinG GH HG# � #exp( ) фазовой модуляции сохраняет мет-

рику (норму, энергию) сигнала � � � �exp( ) exp( )HG S R HG S S RS
T T� , и если

G E� 0 5, ,8 то exp( )� �H H8 / ,2 т. е. оператор H осуществляет «поворот» отсче-
тов полных фаз сигналов на 8  2.

Из известных линейных ортогональных преобразований только преобра-
зование Гильберта обладает свойством сохранения энергии и корреляционных
характеристик сигналов, не имеющих постоянной составляющей [3]. Свойства
интегрального оператора Гильберта совпадают со всеми перечисленными
свойствами оператора с матрицей H F WF� �1 , где F F, �1 — матрицы прямого
и обратного преобразований Фурье, W— матрица дискретной частотной ха-
рактеристики фильтра [ jsign(2 )]� 8f с импульсной характеристикой

h
n k

n k n k n k
n k� �

� �
� � � -

�
�
�
��

0 0

2 02

, ;

sin ( )) / ( ) / , .8 8

В конечномерном случае используют пару дискретных конечномерных
преобразований Гильберта вида [2]
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Технические и алгоритмические аспекты реализации дискретного конеч-
номерного преобразования Гильберта сложных сигналов с высокой точно-
стью аппроксимации характеристик интегрального преобразования в основ-
ром решены, а устройства высокочастотной дискретизации и ортогонализации
сложных сигналов широко применяются при цифровой обработке. Рассматри-
ваемое преобразование S M G GH S M HG S� � � �( ) exp( )cos sin 0 0 является
векторно-матричным аналогом квадратурного разложения (1) сигнала
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где
�
si — отсчеты сигнала

�
s t i( ) [1, 2].

При решении задач статистического синтеза и анализа измерителей пара-
метров сигналов более удобным является представление сигнала в дискретном
виде. Это обусловлено тем, что для большинства моделей аддитивных шумов
и ошибок измерений всегда можно записать выражение для многомерной
функции правдоподобия (отношения правдоподобия). Однако при этом выра-
жения для многомерных функций правдоподобия отсчетов огибающих и пол-
ных фаз трудно получить в явном виде, что существенно усложняет статисти-
ческий анализ многоканальных амплитудных измерителей [1, 2]. Поэтому рас-
смотрим вариант параметрического представления огибающих и полных фаз
дискретизованных сигналов, позволяющий обойти известные трудности их
статистического описания при использовании методов теории статистических
решений.

В большинстве практически важных случаев обработки сигналов интерес-
ны не абсолютные значения параметров, а их приращения (изменения) относи-
тельно одноименных параметров подобного (модулируемого) известного сиг-
нала s t a t q t0 0 0( ) ( )cos ( )� (опорного, зондирующего, контрольного, пилот-сиг-
нала и т.д.). При этом сигнал s t a t q t( ) ( )cos ( )� можно представить в виде

s t m t a t q t q t q t( ) ( ) ( )cos[ ( ) ( ) ( )] =� � �0 0 0

� �m t g t s t g t s t( )[cos ( ) ( ) sin ( ) ( )]0 0
�

, (1)

где a t m t a t g t q t q t( ) ( ) ( ); ( ) ( ) ( ).� � �0 0

Это преобразование описывает сигнал s t a t q t( ) ( )cos ( )� как результат ам-
плитудной и фазовой модуляции сигнала s t a t q t0 0 0( ) ( )cos ( )� . При этом, как
правило, скорость изменения модулирующих функций m t g t( ) ( ), много мень-
ше соответствующей скорости изменения функций a t q t0 0( ), ( ), поэтому мож-
но записать

� �
s t m t a t q t q t q t m t g t( ) ( ) ( )sin[ ( ) ( ) ( )] ( )[cos ( )� � � �0 0 0 s t g t s t0 0( ) sin ( ) ( )]� ,

в силу свойств преобразования Гильберта: s t a t q t( ) ( )cos ( )� ,
�
s t a t q t( ) ( )sin ( )� ,

��
s t s t a t q t( ) ( ) ( )cos ( )� � � � ,

�� �
s t s t a t q t( ) ( ) ( )sin ( )� � � .

По аналогии, вектор отсчетов S s s t i li i� � �[ ] [ ( )], 1,... , сигнала
s t a t q t( ) ( )cos ( )� также можно представить как результат преобразования век-
тора отсчетов S 0 опорного сигнала s t a t q t0 0 0( ) ( )cos ( )� в виде

S M GS GS M G GH S� � � �( ) (cos sin )cos sin ,
�

0 0 (2)

где M mij� [ ] — диагональная матрица размерности l l� , элементы которой
суть «относительные отсчеты» огибающей; G g ij� [ ]— диагональная матрица
размерности l l� «отсчетов» разностей полных фаз сигналов сигнала
s t a t q t( ) ( ) ( )� cos и сигнала s t a t q t0 0 0( ) ( )cos ( )� ; cos ,sinG G — матричные ко-
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Дальнейшее улучшение работы нового алгоритма может быть достигнуто
за счет динамической регуляризации, см. рис. 3. На рис. 3 представлены ре-
зультаты сравнительного моделирования не регуляризированного (сплошная
линия 2) и регуляризированного (штриховая линия 1) SW RLS-алгоритмов в
условиях, аналогичных условиям эксперимента на рис. 2. Из рис. 3 следует,
что ограничения выполняются не только в алгоритме без регуляризации , но и
в алгоритме с регуляризацией . Кроме того, (рис. 3б) ERLE при регуляризации
в среднем не хуже, чем при отсутствии регуляризации. Регуляризация являет-
ся полезной при обработке нестационарных сигналов, в частности, при ис-
пользовании скользящего окна, когда корреляционная матрица входных сиг-
налов оценивается на основе конечного числа значений данных. Стоимость
этого улучшения — примерно удвоенная вычислительная сложность регу-
ляризированного алгоритма по сравнению с не регуляризированным.

Оценка вычислительной сложности рассмотренного алгоритма (без регу-
ляризации) равна 6 10 4 2 4 202 2 2NJ NJ J J N N� � � � � операций умножения,
6 12 4 42 2NJ NJ J J� � � � �3 42N N операций сложения, 2N операций деления,
выполняемых за одну итерацию. В этой оценке учитываются только арифме-
тические операции, число которых определяется размерами используемых в
алгоритме векторов и матриц. Операции извлечения квадратного корня в дан-
ном алгоритме отсутствуют. SW RLS-алгоритм требует также L слов памяти

для хранения отсчетов сигнала d k( ) и ML N m

m

M

�
�

C
1

слов памяти для хранения

отсчетов сигналов x km ( ). Рассмотренный LC SW RLS-алгоритм ориентирован
на программную, или на программно-аппаратную реализацию. В последнем
случае обращение корреляционной матрицы выполняется с помощью вычис-
лителей с систолической архитектурой, обычно применяемой при реализации
алгоритмов на базе QR-разложения.

Рассмотренный алгоритм был реализован как часть прикладной библио-
теки новой однокристальной вычислительной платформы DSP + RISC
[http://www.elvees.ru/multicore/adaptive.shtml.]. Он может быть использован в
ряде приложений, где требуется линейно-ограниченная адаптивная обработка
сигналов, например, подавление эхо-сигналов адаптивные антенные решетки,
и др. Особенностью алгоритма является отсутствие в нем операций извлече-
ния квадратного корня.
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