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АНАЛИЗ ЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЕЙ В БАЗИСЕ
ПРЕОБРАЗОВАНИЙ УОЛША

Показана возможность анализа линейных электрических цепей в базисе функций Уолша.

В настоящее время широкое распространение получили методы решения
линейных дифференциальных уравнений, основанные на использовании пре-
образования Фурье и родственных ему (Лапласа, дискретного преобразования
Фурье, z-преобразования и пр.). Основным достоинством преобразования Фу-
рье является использование известного свойства систем, описываемых линей-
ными дифференциальными уравнениями — реакция на гармоническое воз-
действие частоты �0 является гармоникой той же частоты, но других началь-
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после ряда несложных выкладок получаем
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где в качестве оценок амплитуд по-прежнему используются выражения (5).
Очевидным недостатком всех одноотсчетных алгоритмов является уязви-

мость операции оценивания амплитудных составляющих контрольного сигна-
ла (5) от воздействия шумовых выбросов вследствие отсутствия усреднения
нескольких реализаций. Поэтому для повышения точности измерения харак-
теристик предпочтительнее задействовать серию отсчетов АЦП.

На практике этот подход может выглядеть так. В каждом из первичных
каналов ЦАР по Т последовательным временным отсчетам комплексных на-
пряжений сигнала строится система частотных фильтров, например, посредст-
вом операции БПФ, сопутствующей методу OFDM-связи.

В реперном канале по откликам фильтров для каждого направления х лю-
бым известным способом оценивается частота сигнала � и далее — амплитуда
сигнала контрольного источника. Оценка частоты может не проводиться если
в качестве контрольного сигнала используется пилотный сигнал OFDM-паке-
та, приходящийся на максимум АЧХ фильтра БПФ, и гарантируется высокая
стабильность частоты.

Квадратурные составляющие амплитуд сигнала могут быть получены, в
частности, в рамках МНК в предположении, что Fr(x) = 1:
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числе первичных каналов вполне может быть реализован на существующей
вычислительной технике, тем более, что решение этой задачи не требует со-
блюдения реального масштаба времени.

Для большого числа приемных элементов ЦАР интерес представляет дру-
гой, неитерационный поход. В основе его лежит оценивание не aбсолютных
значений характеристик направленности, а их относительных величин, нор-
мированных к характеристике реперного канала.

В качестве последнего может быть выбран произвольный r-й приемник
ЦАР, причем для любого направления х удобно полагать, что характеристика
реперного канала Fr(х) = 1. С учетом этого искомые оценки Fk(х) остальных ка-
налов определятся из (2) решением уравнения � � �M F xk/ ( ) 0.

В итоге получаем:

F x
a U x U x a U x U

k

s
c

k

c
k k

s
k s

s

k

s
k ks s s s( )

^ [ cos sin ] ^ [ cos
�

� � � c
k

s
c

s
s

x

a a

sin ]

^ ^2 2

�
,

где в качестве значений квадратурных составляющих амплитуды âs
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можно использовать одноотсчетные оценки МНК вида:
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полученные по напряжениям реперного канала ЦАР с номером r.
Более сложным является решение задачи оценивания характеристик в

случае их комплексного представления. При этом отклик приемного канала на
контрольный сигнал аналитически выразится следующим образом:
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Вследствие недоопределенности системы уравнений, которую можно

сформировать по напряжениям первичных каналов (6), одноотсчетная проце-
дура измерения характеристик Fk(x) реализуется только путем привязки их
значений к параметрам реперного канала. Памятуя об этом, оценим квадратур-
ные составляющие характеристик первичных каналов F x
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ной фазы и амплитуды. Переход к комплексной записи гармонического
колебания (по формуле Эйлера) позволяет при этом получить теорему о диф-
ференцировании оригинала и свести для таких комплексных образов диффе-
ренциальные уравнения к комплексным алгебраическим.

Средства современной вычислительной техники при правильном выборе
шага дискретизации (основанном на априорной информации о координатах
полюсов соответствующих функций цепи) позволяют достаточно просто вы-
числять реакции цепи на произвольные воздействия при помощи дискретного
преобразования Фурье. Последние 20 лет для сжатия, хранения и передачи
сигналов широкое распространение в технике получили дискретные ортого-
нальные преобразования с действительным ядром (в отличие от преобразова-
ния Фурье, где ядро является комплексным). Однако математический аппарат
для решения дифференциальных уравнений на базе представлений сигналов
трансформантами преобразований с действительным ядром практически от-
сутствует. В то же время единство математических представлений при сжа-
тии, архивации и передаче сигналов и их прохождении через линейную элек-
трическую цепь может иметь большую практическую перспективу, а исполь-
зование действительного базиса при вычислениях с конечной разрядностью
может оказаться предпочтительнее, чем комплексного.

В качестве базовых функций аппроксимации сигнала рассмотрим функ-
ции Уолша [1]. В отличие от гармонической аппроксимации, используемой в
преобразовании Фурье, функции Уолша содержат скачки, а реакция цепи на
функцию Уолша может быть представлена лишь набором функций Уолша раз-
ных порядков. Это связано с тем, что дифференцирование каждой функции
Уолша дает функцию, состоящую из набора �-функций, поэтому реакция бу-
дет содержать наложение импульсных характеристик цепи, а не исходную
функцию.

Однако, для разложения входного сигнала по функциям Уолша можно
сформулировать теорему о дифференцировании оригинала, которая при дис-
кретном преобразовании Уолша формулируется не для одной единственной
трансформанты (как это имеет место в преобразовании Фурье), а для всей сис-
темы, т. е. для дискретного оператора преобразования Уолша. Поскольку лю-
бой физически реализуемый входной сигнал s(t) можно всегда представить
(после нормирования временного интервала, на котором производится разло-
жение) бесконечным рядом функций Уолша
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и обращении базовых матриц

u A B it t t t� �1 ; (6а)

U A B IH H H H� �1 (6б)

для получения дискретных отчетов во временной области (6а) или амплитуд
трансформант (6б) реакций по натуральным дискретным отчетам или ампли-
тудам трансформант воздействия.

Из (6а) следует, что произведение матриц G A Bt t t� �1 соответствует дис-

кретному оператору свертки, матрица которого образована циклическим сдви-
гом импульсной характеристики анализируемой цепи (в каждой последующей
строке матрицы сдвиг производится на один отсчет). В то же время произведе-
ние B At t

�1 — соответствует обращенной матрице дискретного оператора

свертки, что позволяет решать задачу деконволюции без учета шумов.

Аналогично, в (6б) произведение G A BH H H� �1 представляет собой дис-

кретный оператор функции цепи в представлениях через трансформанты
преобразования Уолша, B AH H

�1 — оператор «частотной» коррекции (опти-

мальный фильтр, восстанавливающий исходный сигнал I H по реакции систе-
мы UH ).

Отметим также, что теорема о свертке оригиналов в представлении сигна-
лов функциями Уолша в соответствии с (6) имеет вид: g t i t G I( )* ( ) I H H , где

G A BH H H� �1 — дискретный оператор функций цепи.

Успех формирования систем (5) и их решения (6) зависит от структуры
матриц произведений ( )W D T

н и (D WT
н ) и от структуры результирующих ба-

зовых матриц At , AH в натуральных координатах и в области трансформант.

При этом, в чем нетрудно убедиться, перемножая матрицы ( )D WT k
н и вычис-

ляя базовую матрицу At , ее структура является ленточной (с циклическим

сдвигом диагоналей в правый верхний угол), где все элементы одной диагона-
ли тождественно равны между собой. Итак, уравнение (5а), записанное через
трансформанты преобразования Уолша, представляет матричную запись клас-
сического разностного уравнения нерекурсивного типа. Использование в ка-
честве базового другого преобразования с действительным ядром приведет к
другому разностному уравнению. При этом разностная схема для каждого та-
кого преобразования будет специфической.
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